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Введение 
 
Анализ объемного напряженно-деформированного 
состояния в точке упругого изотропного тела 
является одной из ключевых тем в курсе сопро-
тивления материалов и теории упругости. В свою 
очередь при изучении этой темы большое значение 
имеют задачи нахождения по заданному тензору 
напряжений главных площадок и действующих в них 
главных напряжений, а также нахождение напря-
жений на наклонной площадке. Авторы этой работы 
назвали эти задачи прямыми и поставили своей 
целью решить обратные им задачи, т.е. конечный 
результат решенных задач взять за исходные данные 
и восстановить по ним заданный тензор напряжений. 
Решения обратных задач замыкают поставленную 
проблему и придают ей дополнительную стройность 
и завершенность, что принесет несомненную пользу 
всем специалистам, работающим в данном 
направлении.  

 
Первая прямая задача 

 
Рассмотрим первую прямую задачу теории упру-
гости для напряженного состояния упругой 
изотропной среды. Ее условие заключается в том, 
что по заданному напряженному состоянию следует 
найти главные напряжения и положение главных 

площадок. Решение этой задачи известно, поэтому 
приведем ее решение на конкретном примере. 
Пусть напряженное состояние в точке задано тен-
зором напряжений: 
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Главные напряжения являются корнями кубического 
уравнения 032

2
1

3  III  . Коэффициентами 

этого уравнения служат инварианты тензора напря-
жений: 
а) линейный инвариант 

104421  zyxI   МПа; 

б) квадратичный инвариант  
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(МПа)3. 
Так как все три инварианта отличны от нуля, значит 
это объемное напряженное состояние. При таких 
значениях инвариантов кубическое уравнение при-
нимает вид: 
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0202910 23  .        (2) 
Корни этого уравнения равны: 51   МПа; 42   МПа; 

13   МПа. Они и есть главные напряжения, рассматри-

ваемые в порядке убывания, то есть 321   . 

Направляющие косинусы главных площадок опре-
деляются из уравнений: 
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Для первой площадки 1i , 51  МПа, тогда полу-

чим: 
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Решение этой системы: 2/11 l ; 2/31 m ; 01 n . 
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Для второй площадки 2i , 42  МПа, тогда: 
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Решение этой системы имеет вид: 02 l ; 02 m ; 

12 n . То есть вектор нормали равен:  .1,0,02 n
  

Для третьей площадки 3i , 13  МПа, тогда имеем: 
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Решение: 2/33 l ; 2/13 m ; 03 n . То есть вектор 

нормали равен: .0,
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Нетрудно непосредственно убедиться в том, что 
выполняются соотношения для ортогональности 
площадок: 
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Первая обратная задача 

 
В данной точке твердого тела главные напряжения и 
главные направления равны: 

51   МПа; 42   МПа; 13   МПа; 
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Требуется найти исходный тензор напряжений 
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 в данной точке. 

Решение этой задачи базируется на соотношениях, 
получаемых из векового уравнения: 








































.

;

;

;

;

;

;

;

;

33333

33333

33333

22222

22222

22222

11111

11111

11111

nnml

mnml

lnml

nnml

mnml

lnml

nnml

mnml

lnml

zzyzx

yzyyx

xzxyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx

zzyzx

yzyyx

xzxyx



















       (8) 

Вводя обозначения 1xx  , 2xxy  , 3xxz  , 

4xy  , 5xyz  , 6xz  , перепишем данную сис-

тему в более привычном виде: 
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Полученные девять уравнений содержат шесть 
неизвестных, поскольку только два уравнения из 
каждых трех являются неизвестными. Поэтому, 
например, третье, шестое и девятое уравнения, 
можно удалить. Но мы их оставим для проверки 
правильности решения, так как они должны 
тождественно обратиться в ноль. Подставляя 
численные значения, перепишем систему: 
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Данная система уравнений имеет решение: 21 x ; 

32 x ; 03 x ; 44 x ; 05 x ; 46 x . То есть 

исходный тензор имеет вид: 
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Таким образом, круг замкнулся – ответом обратной 
задачи явилось исходное условие прямой задачи. 

 
Вторая прямая и обратная задачи 

 
Эта задача заключается в нахождении компонент 
вектора полного напряжения, действующего в 
наклонной площадке с нормалью ),,( nmln 


, по 

тензору напряжений (1). Приводим известное 
решение этой задачи [1]: 
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Обратная ей задача, очевидно, звучит так: по 
известным компонентам полного напряжения (pnx, 
pny, pnz), действующего на наклонной площадке с 
нормалью ),,( nmln 

 , найти компоненты тензора 

деформаций (1). 
Решение такой задачи приводится впервые. Оно 
основано на составлении шести уравнений 
равновесия тетраэдра. Первые три из них содержатся 
в формуле (12). Оставшиеся три уравнения моментов 
относительно координатных осей составим по 
аналогии с [1]: 
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С учетом того, что: 

lSS ABCOBC   ; mSS ABCOAB   ; nSS ABCOAC   ,  
(14) 

перепишем уравнение (13) в виде: 
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Производя циклическую замену переменных, полу-
чим еще два таких уравнения. Выпишем эту систему 
уравнений: 
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Выражая площади треугольников, входящих в 
формулы (14), через dxOA  , dyOC  , dzOB  , 

получим систему уравнений следующего вида: 
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Решением этой системы являются искомые равен-
ства: 

m

l

dz

dx
 ; 

n

m

dx

dy
 ; 

l

n

dy

dz
        (18) 

Нетрудно убедиться в том, что они тождественно 
удовлетворяют соотношениям (17) в силу равенства 
l2+m2+n2=1. 
Решая совместно (18) в (16), перепишем (16) в виде: 
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Отсюда находим: 
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После подстановки этих соотношений в (12) и 
несложных преобразований с учетом закона 
парности касательных напряжений (τxy=τyx, τyz=τzy, 
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Решаем данную систему по формулам Крамера: 
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В результате находим: 

])())(([ 2222
nznynxx plmnnlplmnpmnllmn

n



 ;   

]))(()([ 222
nznynxy mnppnlmmnlpmnllm

l



 ; (23) 

]))(()([ 2222
nznynxz plmnnlmpnlmmnpnlm

m



 , 

где  

))()(( 222222 lmnnlmmnlnml  . 

Подставляя найденные значения (23) в (20), 
получаем: 

])())([( 2222
nznynxxy plmnnlplmnpmnllmn

m



 ;   

]))(_()([ 2222
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n
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
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]))(()([ 2222
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l
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
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Здесь ))()(( 222222 lmnnlmmnlnml  . 

Делаем проверку. Подставляя (23) и (24) в (12) и 
осуществляя очевидные математические преобра-
зования, убеждаемся в правильности полученных 
формул. 
Приведем численный пример: l=2/3; m=2/3; n=1/3; 
pnx=1; pny=2; pnz=3. Непосредственно по формулам 
(23) и (24) находим: σx=‒15 МПа; σy=‒36 МПа; σz=27 

МПа; τxy=30 МПа; τyz=18 МПа; τzx=‒27 МПа. Таким 
образом, нам удалось восстановить тензор 
напряжений в данной точке только по действующим 
на заданной наклонной площадке усилиям: 
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и окончательно убеждаемся в том, что формула (25) 
удовлетворяется в числах: 
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2
)27(    391218    33  . 

 
Заключение 
 
Решены две прямые, и что наиболее важно, две 
обратные задачи теории упругости. Алгоритм 
решения обратных задач приводится впервые и его 
авторы уверены в том, что он принесет несомненную 
пользу всем специалистам, работающим в данном 
направлении. Более подробный, чем ранее, анализ 
объемного напряженно-деформированного состо-
яния в точке позволяет более глубоко изучить 
прочностные свойства несущих элементов кон-
струкций, как в отдельных сечениях, так и в целом. 
Отметим также то обстоятельство, что решение 
первой обратной задачи уже внедрено в учебный 
процесс и прошло апробацию в течение двух 
последних лет на строительном факультете БНТУ. 
Решение второй обратной задачи как бы замыкает 
поставленную проблему и придает ей дополни-
тельную стройность и законченность.  
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